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有交易费用和高阶矩的最优投资组合问题
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摘　要 : 讨论了有交易费用的、包括偏度和峰度在内的高阶矩约束的多目标最优投资组合选择模

型.将该模型转化为单目标最优化问题 ,利用线性逼近的方法讨论了在有交易费用时规划问题的近

似转化 ;给出了具体算例 ;分析了参数对最优目标的影响.
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An Optimal Portfolio Selection Model with Transaction Costs
under the Constraint of Higher Moments
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Abstract : A portfolio selection model wit h t ransaction cost s under the const raint of higher moment s such as

skewness and kurtosis was discussed. The original model was t ransferred to a single objective optimization

model . U sing linear approaching met hod , t his model was t ransferred approximately to a linear p rogram2
ming model . A numerical example was given. Finally , t he relationship between t he objective and t he

parameters was discussed.
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　　现代投资理论的核心是投资组合理论 ,均值2方
差模型[1 ,2 ]基于资产组合收益率服从联合正态分

布 ,只涉及到一阶矩 (期望)和二阶矩 (方差) .但大量

实证分析表明[3 ] ,资产的收益率并非服从正态分布 ,

而是服从非对称的厚尾分布.文献[ 4 ,5 ]中的研究表

明 ,投资者在做出投资组合选择时 ,在期望和方差相

同情况下绝大多数投资者偏爱具有较大偏度 (三阶

中心矩)的收益率 ,厌恶峰度 (四阶中心矩)的 ,且峰

度比偏度更有影响性.文献[6 ]中研究了最优投资组

合的智能算法 ,但是这类算法需要运行的时间较长.

文献[ 7 ]中在带有交易成本的均值2方差模型计算中
给出了一个线性规划算法 ,文献[8 ]中研究了有交易

费用的均值2绝对离差2偏度的投资组合模型 ,采用

线性逼近方法将非光滑规划问题转化为线性规划问

题.本文研究有均值方差、偏度、峰度约束的最优投

资组合模型 ,由于该模型通常没有解析解 ,本文考虑

了该问题的数值解法.

1　模型描述

首先假设市场无税收且不允许卖空 ,资产数量



单位无限可分等.为简化起见 ,假设市场上仅有 n

( n≥2)种风险资产 ,其收益率向量记为

X = ( X1 , X2 , ⋯, X n)′

其中 , X j 为第 j 种资产的收益率.投资者投资这 n

种风险资产的组合向量记为

w = ( w1 , w2 , ⋯, w n)′

其中 : w j 为投资于第 j 种资产的比例数 , w j ≥0 ,

∑
n

j = 1
w j = w′1 = 1 ;1 = (1 , ⋯,1)′;w′表示w的转置.

记

　r = EX = ( E X1 , E X2 , ⋯, E X n)′= ( r1 , r2 , ⋯, rn)′

为风险资产收益率的期望值向量 ,无交易费用投资

组合的总收益率及其期望分别为 :

X p = w′X = ∑
n

j = 1
w j X j

r p = EX p = w′r = ∑
n

j = 1
w j r j

　　结合国内实际情况 ,常见的 2 种收取交易费的

办法是按成交金额比例收取交易费以及按成交量每

单位固定数额收取交易费用.由于前者比较简单 ,本

文讨论了按固定数额收取交易费用的情况.每交易

一份资产 j就收取固定的成本 c j .设资产 j 现有的

份额是 w 0
j 且为已知量 ,不管买还是卖 ,交易后份额

变成了 w j ,于是收取的交易费用为 cj | w j - w0
j | ,因

此 ,投资者所能够得到的收益便是期望收益减去交

易成本后的值 :

　　EX p - ∑
n

j = 1
cj | w j - w0

j | =

∑
n

j = 1
w j r j - ∑

n

j = 1
cj | w j - w0

j |

所以投资组合问题为以下多目标优化问题 P0 :

max EX p - ∑
n

j = 1

cj | w j - w0
j |

min E X p - E( X p ) 2

max E X p - E( X p ) 3

min E X p - E( X p ) 4

s. t . ∑
n

j = 1
w j = w′1 = 1　　w j ≥0

　　P0 可转化为以下单目标优化问题 P1 :

　min ( E( X p - E( X p) ) 2 - αE ( X p - E( X p ) ) 3 +

　　　βE ( X p - E( X p ) ) 4 ) 　　α≥0 , 　β≥0

　s. t . EX p - ∑
n

j = 1

cj | w j - w0
j | =

∑
n

j = 1

w j r j - ∑
n

j = 1

cj | w j - w0
j | ≥ r0

　　　r0 ≥0

∑
n

j = 1
w j = w′1 = 1　　w j ≥0

2　非线性规划问题的近似转换

令 f ( s) = s2 -αs3 +βs4 ,规划问题 P1 中的目标

函数可表示为

　　E( X p - E( X p ) ) 2 - αE ( X p - E( X p ) ) 3 +

　　　　βE ( X p - E( X p ) ) 4 = Ef ( X p - E( X p ) )

当 X p ≤E X p ,即 ∑
n

j = 1

w j X j ≤∑
n

j = 1

w j r j 时 ,投资组合

的市场收益率小于投资者的期望 ,对投资者来说此

时投资存在风险.

下面计算这种情况下的最佳投资组合.其中变

量 s≤0 ,先取点列{ ai } ,满足 a - k - 1 < a - k < ⋯< a - 2

< a - 1 < a0 = 0 ,按如下分段线性形式构造的函数为

l ( s) =

f ( ai ) + ki ( s - ai )

　　ai ≤s ≤ai+1 , 　i = - k , ⋯, - 1

f ( a- k- 1 ) + k- k- 1 ( s - a- k- 1 )

　　s ≤a- k

其中 ,

ki =
f ( ai ) - f ( ai + 1 )

ai - ai + 1
, 　ai ≠ai + 1

ki 为连接两点 ( ai , f ( ai ) )和 ( ai + 1 , f ( ai + 1 ) )直线段

的斜率 ,则 l ( s)为逐段线性逼近 f ( s) = s2 -αs3 +βs4

的函数.下面对这种近似逼近作误差分析.显然有 :

| f ( s) - l ( s) | ≤

　　max | ( s - ai ) ( s - ai+1 ) [1 - α( s + ai + ai+1 ) +

　　β( s2 + a2
i + a2

i+1 + ai a i+1 + sa i + sa i+1 ) ] | ≤

　　max | ( s - ai ) ( s - ai+1 ) [1 - α( s + ai + ai+1 ) +

　　β( s + ai + ai+1 ) ] | ≤

　　max
ai+1 - ai

2

2

(1 - 3αa i + 3βa i+1 )

其中 , ai ≤s≤ai + 1 ≤0 , i = - ( k + 1) , - k , ⋯, - 2 ,

- 1 , f ( s) - l ( s)为一个连续函数 ,在点 ai 上取值为

0 .设ε为符合一定要求的正数 ,再取

Δ = max{ | ai+1 - ai | , i = - k , ⋯, - 2 , - 1}

从而有

| f ( s) - l ( s) | ≤ 1
4
Δ2 (1 - 3αa - k- 1 )

当Δ≤2 ε时 , | f ( s) - l ( s) | ≤ε.

显然 ,逼近函数 l ( s)是逐段的 ,仍然不方便求

解 ,必须再一次变换 ,设 :

l0 ( s) = a- 1 s - αa2
- 1 s +βa3

- 1 s = k- 1 s　　s ≤0

l i ( s) =
( ki- 1 - ki ) ( s - ai ) 　　s ≤ai

0　　s > ai , 　i = - k , - k + 1 , ⋯, - 1
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因此 ,有

l ( s) = l0 ( s) + l - 1 ( s) + l - 2 ( s) + ⋯+ l - k ( s) 　　s≤0

　　设 x j1 , x j2 , ⋯, x jM为第 j 种资产收益率的观察

数据 ,作数值计算时用子样矩代替母体矩 ,从而有

　　rj = Ex j =
1
M∑

M

m = 1
x jm

　　E( X p - EX p ) =
1
M∑

M

m = 1
∑

n

j = 1

w j ( x jm - rj )

　　记

∑
n

j = 1

w j ( x jm - rj ) = sm

因此 ,规划问题 P1 可以近似转换为规划问题 P2 :

　min O2 ( w) =
1
M∑

M

m = 1
∑
0

j = - k

l j ( sm )

α、β≥0

　s. t . EX p = ∑
n

j = 1
w j r j - ∑

n

j = 1
cj | w j - w0

j | ≥ r0

r0 ≥0 , 　sm ≤0 , rj =
1
M∑

M

m = 1
x jm

∑
n

j = 1

w j = w′1 = 1　　w j ≥0

　　在规划问题 P2 条件中含有绝对值 ,存在不光滑

性 ,采取规划问题中常用的增添未知变量办法来解

决其中含有绝对值的不光滑性问题.设 :

b+
j =

1
2

| w j - w0
j | +

1
2

( w j - w0
j )

b-
j =

1
2

| w j - w0
j | -

1
2

( w j - w0
j )

j = 1 ,2 , ⋯, n

于是把规划问题 P2 进一步转化为 P3 :

min O3 ( w) =
1
M∑

M

m = 1
∑
0

j = - k

l j ( sm )

s. t . EX p - ∑
n

j = 1
cj ( b+

j + b-
j ) ≥ r0 　　r0 ≥0

　　∑
n

j = 1
w j = w′1 = 1　　w j ≥0 , 　sm ≤0

　　b+
j - b-

j = w j - w0
j 　　b+

j ≥0 , 　b-
j ≥0

　　b+
j b-

j = 0　　j = 1 ,2 , ⋯, n

并且规划问题 P2 和 P3 有如下关系的命题.

命题 1 　如果 ( w1 , w2 , ⋯, w n )是规划问题 P2

的最优解 ,当且仅当存在 b+
j ≥0 , b-

j ≥0 , i = 1 ,2 , ⋯,

n ,使得 ( w1 , w2 , ⋯, w n , b-
j , b+

j )也是规划问题 P3 的

最优解.

为了消除规划问题 P3 条件中出现的 b+
j b -

j = 0

这个二次约束条件 ,下面把规划问题 P3 的二次约束

条件放大 ,进一步转化为 P4 :

　min O4 ( w) =
1
M∑

M

m = 1
∑
0

j = - k

l j ( sm )

　s. t . EX p - ∑
n

j = 1
cj ( b+

j + b-
j ) ≥ r0 　　r0 ≥0

∑
n

j = 1
w j = w′1 = 1　 　w j ≥0 , 　sm ≤0

b+
j - b-

j = w j - w0
j 　　b+

j ≥0 , b-
j ≥0

j = 1 ,2 , ⋯, n

　　规划问题 P3 和 P4 之间有如下关系的命题.

命题 2　如果 ( w1 , w2 , ⋯, w n , b-
j , b+

j )是规划问

题 P4 的最优解 ,则一定存在 �b+
j ≥0 , �b -

j ≥0 , i = 1 ,2 ,

⋯, n ,使得 ( w1 , w2 , ⋯, w n ,�b -
j ,�b+

j )也是规划问题 P3

的最优解.

证明 　如果 ( w1 , w2 , ⋯, w n , b-
j , b+

j )是规划问

题 P4 的最优解 ,则 :

(1) 若 b+
j b -

j = 0 ,则设 �b+
j = b+

j , �b -
j = b-

j ,因此

( w1 , w2 , ⋯, w n , �b -
j , �b+

j )也是规划问题 P3 的最优

解.

(2) 若 b+
j b -

j ≠0 ,则设 :

�b+
j =

b+
j - b-

j 　　 b+
j > b-

j ≥0

0 0 ≤b+
j ≤b-

j

�b-
j =

0 b+
j > b-

j ≥0

b-
j - b+

j 　　 0 ≤b+
j ≤b-

j

因此 ,�b+
j �b -

j = 0 ,很明显 , �b+
j + �b -

j 和 �b +
j - �b -

j 是满足

规划问题 P3 的条件的.

按这种构造方法 , ( w1 , w2 , ⋯, w n , �b -
j , �b+

j )显然

是规划问题 P3 的可行解 ,当然 ,规划问题 P3 的可行

解和最优解也是规划问题 P4 的可行解.由于规划问

题 P3 和 P4 的目标函数一样 ,可以证明 ( w1 , w2 , ⋯,

w n ,�b -
j ,�b+

j )也是规划问题 P3 的最优解.命题成立.

为了方便以后的计算和编程以及实际中的应

用 ,本文将规划问题 P4 进一步转化为 P5 :

min O5 ( w) =

　　 1
M∑

M

m = 1
∑
- 1

i = - k

( ki- 1 - ki )αim + k- 1
1
M∑

M

m = 1

α0 m

s. t . EX p - ∑
n

j = 1

cj ( b+
j + b-

j ) ≥ r0 　　r0 ≥0

αim ≤0 , 　αim - ∑
n

j = 1

w j ( x jt - rj ) - ai ≤0

m = 1 ,2 , ⋯, M ; 　i = - k , - k + 1 , ⋯, - 1

rj =
1
M ∑

M

m = 1
x jm , 　b+

j - b-
j = w j - w0

j

　　b+
j ≥0 , 　b-

j ≥0

∑
n

j = 1

w j = w′1 = 1　　w j ≥0 , 　j = 1 ,2 , ⋯, n
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　　规划问题 P4 和 P5 之间同样存在下列命题.

命题 3　如果 ( w1 , w2 , ⋯, w n , b-
j , b+

j )是规划问

题 P4 的最优解 ,当且仅当存在αim , i = 1 ,2 , ⋯, n; m

= 1 ,2 , ⋯, M ,使得 ( w1 , w2 , ⋯, w n , b-
j , b+

j ,αim )也是

规划问题 P5 的最优解.

证明 　如果 ( w1 , w2 , ⋯, w n , b-
j , b+

j )是规划问

题 P4 的最优解 ,则令

　　αim =

∑
n

j = 1

w j ( x jm - rj ) - ai

　 　∑
n

j = 1
w j ( x jm - rj ) ≤ai

0　　∑
n

j = 1
w j ( x jm - rj ) > ai

(1)

因此 , ( w1 , w2 , ⋯, w n , b-
j , b+

j ,αim )就是规划问题 P5

的一个可行解 ;且有 :

　O4 ( w1 , w2 , ⋯, w n , b-
j , b+

j ) = O5 ( w1 , w2 , ⋯,

w n , b-
j , b+

j ,αim )

　　考虑到 x2、x3 和 x4 在 ( - ∞, 0)上一阶导函数

的单调性及与其斜率的关系可知 :

ki- 1 - ki =
a2

i - a2
i- 1

ai - ai- 1
-

a2
i - a2

i+1

ai - ai+1
-

α a3
i - a3

i - 1

ai - ai - 1
-

a3
i - a3

i+1

ai - ai+1
+

β a4
i - a4

i - 1

ai - ai - 1
-

a4
i - a4

i+1

ai - ai+1
≤0

i = - k , - k + 1 , ⋯, - 1

由αim ≤0以及 k - 1 = a - 1 -αa2
- 1 +βa3

- 1 ≤0 可知 ,若

( �w1 , �w2 , ⋯, �w n ,αim )是规划问题 P5 的一个最优解 ,

则式 (1)成立.因此有

O5 ( �w1 , �w2 , ⋯, �w n , b-
j , b+

j ,αim ) = 　 　

O4 ( �w1 , �w2 , ⋯, �w n , b-
j , b+

j )

从而有

　　　O4 ( w1 , w2 , ⋯, w n , b-
j , b+

j ) =

　　 　　　O5 ( w1 , w2 , ⋯, w n , b-
j , b+

j ,αim ) ≥

　　　 　　O5 ( �w1 , �w2 , ⋯, �w n , b-
j , b+

j ,αim ) =

　　　 　　O4 ( �w1 , �w2 , ⋯, �w n , b-
j , b+

j ) ≥

　　 　　　O4 ( w1 , w2 , ⋯, w n , b-
j , b+

j )

　　由此可得 , ( w1 , w2 , ⋯, w n , b-
j , b+

j ,αim )也是规

划问题 P5 的最优解 ,而 ( �w1 , �w2 , ⋯, �w n , b-
j , b+

j )也

是规划问题 P4 的最优解 ,命题成立.

3　计算实例

本文随机挑选了通信行业 8家上市公司的股票

2006205208～2006206202 共 20 个交易日数据 ,利

用 rj =
1
M∑

M

m = 1
x jm 得到统计平均收益率如下 : G深桑

达为 0 . 009 88 , 3 ST深泰为 0 . 018 49 , 3 ST科健为

0 . 019 14 , G中兴为 0 . 001 5 , G特发为 0 . 004 47 ,

G汇源为 0 . 018 92 , G金马为 0 . 025 57 , 3 ST重实

为0 . 011 79 .

本文取α=β= 1 ,假设这 8份资产交易费向量

　　　c = (0 . 003 ,0 . 004 ,0 . 002 ,0 . 005 ,

0 . 004 ,0 . 002 ,0 . 003 ,0 . 005)

设初始的投资组合为

　w0 = (0 . 1 ,0 . 11 ,0 . 14 ,0 . 15 ,0 . 13 ,0 . 07 ,0 . 18 ,

0 . 12)

由规划问题 P6 :

　max rm = ∑
8

j = 1
w j r j - ∑

8

j = 1
cj ( b+

j + b-
j )

　s. t . b+
j - b-

j = w j - w0
j 　　b+

j ≥0 , 　b-
j ≥0

rj =
1

20∑
20

t = 1
x jt , 　∑

8

i = 1
w j = 1

w j ≥0　　j = 1 ,2 , ⋯,8

求得 rm = 0 . 020 08 .当给定ε= 10 - 4时 ,可取Δ=

0 . 016 .将数据参数设置为低于最大的期望值 rm ,比

如设 0 . 02 ,由规划问题 P5 得到最优解为

　　( w1 , w2 , w3 , w4 , w5 , w6 , w7 , w8 ) =

(0 . 000 0 , 0 . 111 5 , 0 . 385 6 , 0 . 034 1 ,

0 . 000 0 , 0 . 222 7 , 0 . 246 2 , 0 . 000 0)

4　目标函数值与参数之间的关系

利用前面通信行业的 8 家上市公司的数据 ,观

察目标函数 O对于参数 r、α和β的依赖关系.给定

一个α, O是 r、β的函数 ,可以在 (β, r , O)三维空间画

出图形.α= 1和α= 5的曲线如图 1所示.

图 1　目标函数与参数关系图

Fig. 1　The relationship between the objective

and the parameters

　　由图可见 (这里目标函数值都乘以1 000 ,当

1 <α< 5时 ,所得曲面位于上面两曲面之间) :当期

望值 r较小时 ,不同α值所对应的目标函数值O相

(下转第 507页)
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处收敛到 ( y0 , z0 ) ,且在空间 L s (Ω) ×L t (Ω)上强收

敛到 ( y0 , z0 ) .其中 ,1 < s < p 3 , p 3为 p的临界指标 ;

1 < t < q3 , q3为 q的临界指标.由引理 2 知 ( y0 , z0 )

∈U0 ,即对任意的 ( <,φ) ∈B r , J 0 ( y0 , z0 ) ( <,φ) = 0

成立.因此 ,〈J k ( y k , z k ) - J 0 ( y0 , z0 ) , ( y k - y0 , z k -

z0 )〉= 0 .采用和式 (7)同样的估计 ,可知 ( y k , z k )在

B r 中强收敛到 ( y0 , z0 ) .

定理 4 　若边界函数序列 ( gk , z k ) 在迹空间

W 1 - 1
p , p (5Ω) ×W 1 - 1

q , q (5Ω)中强收敛到 ( g0 , h0 ) ,则

椭圆问题 (1)的解集的上极限非空 ,且在 W 1 , p (Ω) ×

W 1 , q (Ω)的范数拓扑意义下有 V k →V 0 , k→∞.

证明　由引理 1 ,对任意固定 k∈N ,解集 U k 非

空 ,又由引理 2 ,存在常数 r > 0 ,使得对所有 k ∈N

有 U k < B r 成立.于是满足条件 ( y k , z k ) ∈U k 的序列

{ ( y k , z k ) }在解空间 W 1 , p
0 (Ω) ×W 1 , q

0 (Ω)中是弱紧

的 ,故有 lim sup U k 非空.由定理 1 ,泛函序列 J k ( y ,

z) 在 B r 中一致收敛到 J 0 ( y , z ) ;由定理 2 ,在

W 1 , p
0 (Ω) ×W 1 , q

0 (Ω)的弱拓扑意义下有 lim sup U k <
U0 成立 ;再由定理 3 ,在 W 1 , p

0 (Ω) ×W 1 , q
0 (Ω)的强拓

扑意义下有 lim sup U k < U0 成立 ,即 U k →U0 ,

k→∞.

既然有 V k = U k + ( T1 gk , T2 hk ) , 可知在

W 1 , p (Ω) ×W 1 , q (Ω)的强拓扑意义下有 lim sup V k <
V 0 成立 ,即 V k →V 0 , k→∞.
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差微小 ;随着 r的增大 ,目标函数值相差增大 ,且α越

大目标函数值越大 ,但是差别不明显.目标函数值 O

随β的变化基本不变.整体上 ,对每一个α、β值 ,目标

函数值 O随着 r的增大而增大 ,图像在 r较小时比较

平缓 ,随着 r的增大变得越来越陡.这说明当投资者

所设定的期望值远离市场最大可能收益 rm ,面临的

风险较小 ,当投资者所设定的期望值越接近市场最大

可能收益 ,面临的风险就较大.

参考文献 :

[1 ]　Markowitz H M. Portfolio selection [J ] . Journal of Fi2
nance ,1952 ,7 (1) :77 - 91.

[2 ]　Markowitz H M. Portfolio selection : Efficient diversifi2
cation of investment s [ M ]. New York : John Wiley &

Sons , 1959.

[3 ]　Pornchai C , Krishnan D , Shahid H , et al . Portfolio se2
lection and skewness : Evidence f rom international stock

market s [J ] . Journal of Banking and Finance ,1997 ,21 :

143 - 167.

[4 ]　Samuelson P. The fundamental approximation of theo2
rem of portfolio analysis in terms of means , variance and

higher moments [J ] . Review of Economic Studies ,1970 ,

37 :537 - 542.

[5 ]　Hwang S , Satchell S E. Modelling emerging market

risk premia using higher moments [J ] . The International

Journal of Finance and Economics ,1999 , 4 :271 - 296.

[6 ]　王雪峰 ,叶中行. 基于 PSO 的最优投资组合计算方法

[J ] . 工程数学学报 , 2007 , 24 (1) : 31 - 36.

WAN G Xue2feng ,　YE Zhong2xing. A computation ap2
proach based PSO for optimal portfolio [ J ] . Chinese

Journal of Engineering Mathematics , 2007 , 24 (1) :31 -

36.

[7 ]　Li Z F , Wang S Y , Deng X T. A linear programming

algorithm for optimal portfolio section with t ransaction

cost s[J ] . International Journal of Systems Science ,2000 ,

31 :107 - 117.

[8 ]　Liu S , Wang S Y , Qiu W. Mean2variance2skewness

model for portfolio selection with t ransaction cost [J ] .

International Journal of Systems Science , 2003 , 34 (4) :

255 - 262.

705　第 3期 胡业新 :一类拟线性椭圆型方程组弱解对边值的稳定性　　


