
 

 

资产定价的基本原理

在这个部分中，我们讨论采用鞅定价方法时必须满足的前提条件。

资产定价第一基本定理

基础知识

引入离散的模型，有助于理解资产定价基本定理。

假设市场上存在 种资产。定义 时刻的资产价格向量为

        
'

1 2 1
, ,...,


S t

其中  表示资产 在 时刻的价格。定义某投资者的投资组合权重向量为

        
 

'

1 2 1
, ,...,  


θ t

其中   可以为正、为负或为零。 则该投资者 时刻的投资组合价值为

     
 

'

1 1





假设在  时刻，状态空间为

        
 

'

1 2 1
, ,...,  


   Ω t +Δt

即在该时刻有 种可能的情形，这些情形中有且只有一个可能发生。定义相应的现实概率

测度向量为

        
 

'

1 2 1
, ,...,


   P t +Δt

以   表示第 种资产在第 种状态下的回报，则  时刻，这 种资产的回报矩

阵为

 

   

   
 

11 1

1 

   
 

  
     

D t +Δt

因此，前述投资组合在  时刻的可能的回报矩阵表达为     
 1

'
D t +Δt θ t 。

注意，等价测度意味着两个测度有相同的 代数和相同的状态空间（将概率为 的非

空集合或是概率为 的状态去掉）。



 

 

下面我们在上述离散模型的设定下给出无套利的严格数学定义。

如果不存在投资组合满足以下任一条件，我们称该市场是无套利的。

      
 

'

1 1
0


      

 1
0


'

D t +Δt θ t ；

      
 

'

1 1
0


      

 1
0


'

D t +Δt θ t

注：向量 0Y ，表示其每个元素都大等于 ，且至少有一个元素大于 ； 0Y 表示其每

个元素都大等于 ； 0Y 表示每个元素都大于 。

理解无套利：如果一个市场上，存在下述情况：某投资组合初期有正的收入，期末不亏

（回报非负）；或是初期不需要支出（可能是收入，可能是 ），期末却有正的收入，这个市

场就存在套利机会 注意其中不包含初期和期末同时为 的情形 ，否则我们就说该市场是无

套利的。无套利意味着“没有免费的午餐”。

套利是指满足以下条件的资产组合价值过程（即一种交易策略），  0 0 ，并且存在

未来的某个时刻 0 ，

     0 1, 0 0   

或  0 0

  0 1 

如果存在一个向量

        
'

1 2 1
, ,...,  


Π t

使得

      
 1

S t D t +Δt Π t

则称  Π t 为 到  时刻的状态价格向量。

我们可以将状态价格视为一类特殊证券在 时刻的价格，例如  1 对应的是在 

时刻，如果发生状态 回报为 否则回报为 的证券在 时刻的价格，其余以此类推。这种

证券通常被称为 证券。

注意我们构建的组合  是  S t 的线性组合，因此  也可以用  Π t 加以表达。

也就是说，知道了状态价格和  D t +Δt ，就可以为证券或是证券组合定价。



 

 

资产定价第一基本定理

 充分性。

假设存在一个严格为正的状态价格向量，即   0Π t 。

首 先 ，     
 1

0

'

D t +Δt θ t 意 味 着 投 资 组 合 在 任 意 状 态 下 的 回 报

  0   ，由状态价格向量的定义可知      
1

0 


   X t 。也就是

说，无套利定义中的第一种套利情形不可能出现。

其 次 ，     
 1

0

'

D t +Δt θ t 意 味 着 投 资 组 合 在 任 意 状 态 下 的 回 报

  0   ，且至少有一个状态的回报为正。假设该正回报为    ，则

     
1

0 


     X t ，所以，无套利定义中的第二种套利情形也不会发生。

综上可知，充分性成立。

 必要性。

必要性的证明远没有充分性那么简单，我们仅给出一个说明性的证明。严格证明需要用

到分离超平面定理，感兴趣的同学可以参看 。

首先，如果状态价格向量不存在，也就是说，线性方程组    S t D t +Δt 是无解的。

这意味着该方程系数矩阵的秩不等于增广矩阵的秩，即    , 。而无套利条件则

意味着如果     0'
D t +Δt θ t ，则      

'
0  。也就是说， 0'

D 和

 , 0
'

D S 同解，于是必然有    , 。因此，无套利条件成立意味着状态价格向

量存在。

其次，如果存在状态价格向量，但至少有一个状态价格 0  。构造一个投资组合，

使得回报在该状态下为正而在其他状态下为零，从而有

     
1

0 


   X t

也就是说，至少有一个状态价格小于 意味着存在套利机会，反之，无套利意味着状态价格

向量严格为正。



 

 

资产定价第一定理是金融经济学和资产定价的基石性定理。绝大多数高级经济学和资产

定价的教材都会以该定理作为开篇。无套利是金融中的基本原则，状态价格向量则是 定价

核 （ ）、随机贴现因子（ ）、风险中性测度、等价鞅测度

等概念中的核心要素。

资产定价第一定理本质上是不依赖模型的。为了简明证明的需要，我们构建了一个有限

状态时间模型。该结论在推广到无限状态连续时间仍然成立，只是证明远没有这么直观易懂。

 由于无套利意味着状态价格向量严格为正，因此我们只要证明严格为正的状态价格意味

着风险中性（等价）测度的存在即可。 

 定义货币市场账户  ，其价格满足    
 

,  ，其中  为瞬时

无风险利率。对货币市场账户运用状态价格定价法，有 

     
1






其中   , 1,2,..., 表示 时刻不同状态下货币市场账户的回报。 

 对于任一证券，我们有 

 

 

   

 

 

 

   

 1 1

 

 

  

令 

 
   

 




可以证明         
'

1 2, ,..., 是风险中性测度下的概率。

首先，         
'

1 2, ,..., 是一个概率测度，因为

  
   

 
0


  ；

  
   

 1 1

1


 

   ；

 由于分母为常数，而分子可加，因此满足可加性。

其次，该测度与现实测度是等价的。因为状态空间相同，并且其每一个元素的概率都大

于 。

最后，该测度的特征为



 

 

 

 

 

 

   

 

 

 1





 
   

 


或 

 
 

 
   

 

也就是说，任意证券对货币市场账户的相对价格为鞅过程，即比值的增长率为 0，任意资产

价格的增长率等于货币市场账户的增长率。这就是我们常常使用的风险中性测度。 

 以远期测度为例。用  , 表示 时刻到期面值为 1 元的零息债在 时刻的价格。显

然 

    ,
,

 


对该零息债运用状态价格定价法，有 

   
1

, 




 对于任一证券，我们有 

            

 

,

1 1

1






 

 



  


令 

 
 

 
1










可以证明         
'

1 2, ,..., 是远期测度下的概率。

首先，  是一个概率测度，因为

  
 

 
1

0





 


；

  
 

 1 1

1

1


 



  


；

 由于分母为常数，而分子可加，因此满足可加性。



 

 

其次，该测度与现实测度是等价的。因为状态空间相同，并且其每一个元素的概率都大

于 。

最后，该测度的特征为

 

 

 

 , ,

 
  

 

这就是远期测度。 

证明概要：以风险中性测度为例。当存在风险中性测度时，对于一个初始值等于 的组

合，我们有

     0 0   

由于  为正，上式意味着 

     0 0 0   

对于一个初始值小于 的组合，我们有

     0 0   

由于  为正，上式意味着 

  

  

0 0

0 0

 

 

 已知市场上有 种证券       , , ，在 时刻所有证券的回报只有 种状态，回

报矩阵为

10 8 10

10 10 8

 
 
 

时刻

      , 8,7

假设利率为常数，试求风险中性定价测度并为  定价。

 解：令风险中性概率为       
'

1 2,P T ，则 



 

 

            

            

   

1 2

1 2

1 2

10 10 8

8 10 7

1

   

   

      



      


 

可解得 

 

 

 

1

2

0.8

0.625

0.375

  







从而 

          1 20.8 10 8 7.4
 

      

 可以看出，正如我们在二叉树定价法中发现的，风险中性概率实际上是隐含在两个已知

的资产价格信息中的（无风险零息债和股票价格），在无套利条件下可求解得到。可以想象，

如果未来状态有 种，有 种已知的资产价格信息（其回报矩阵非满秩），我们就可以解出

风险中性测度。但如果只有少于 种的已知的资产价格信息，这时满足无套利条件的风险中

性测度的解可能有多个，从而导致风险中性测度尽管存在，却并不惟一。这样，  可能

的解就有多个。 

 换一个角度，  还可以如下求得，由于 

     1.8 

也就是说，资产  可以视为  和  的某种组合，因此 

     1.8 7.4  

因此，这里的  实际上是衍生产品和冗余证券。显然，要使得未知价格的资产可以写为

已知价格资产的惟一组合，如果未来的状态有 种，同样要求市场中应有 种已知的资产价

格信息（其回报矩阵非满秩）。 

 总之，这个例子说明，无套利仅意味着等价鞅测度的存在，但并不保证惟一。那么如何

保证惟一等价鞅测度和衍生产品惟一定价？回答这个问题的是资产定价第二基本定理。 

资产定价第二基本定理

 对于任意或有要求权  ，如果存在一个投资组合  使得

   



 

 

对于所有的 几乎必然成立。那么称  是可达的（ ），  是  的对冲或复

制组合。

如果市场上所有的或有要求权都是可达的，那么称市场是完备的（ ）。

：完全市场 完美市场

无套利和市场完备性的考察

 从以上可见，在我们运用鞅定价方法之前，必须首先验证无套利条件和市场的完备性。 

 对于二叉树模型而言，如果已知无风险零息债和股票的当前价格     0 , 0 。只要 

 

 

 

 

 

 

1 1 1

0 0 0
 

就意味着无套利条件成立。

由于只有两个状态，债券的回报与股票的回报线性无关，所以市场是完全的。

 无套利的证明与单期的情况类似。要证明完备性，由于在 0 时刻的对冲组合显然只能模

拟或有要求权在 1 时刻的回报，这种情况下要如何讨论市场的完备性？ 

 对于任意或有要求权  ，如果对于每个时刻  ，都存在一个投资组合  使得

   

那么称  是动态可达的，  是  的动态对冲或动态复制组合。

如果市场上所有的或有要求权都是动态可达的，那么称市场是动态完备的。

对于动态完备的情形，我们无法在期初构造一个模拟组合然后一劳永逸地等到期末，完

全复制  的回报，但在期间只需不断地动态调整这一组合就可复制。事实上，这也正是

在连续的 模型中我们需要作出的假设，期权必须是能够动态复制的，才能在风险中

性测度下加以定价。因此与期货定价不同，“无交易费用”假设对于期权定价来说是致命的

假定。



 

 

 设   ,0   是概率空间  ,, 上的布朗运动，   ,0   是由该布朗

运动生成的域流。设   ,0   关于这一域流是一个鞅。则存在一个适应过程

  ,0   ，使得 

       
0

0 ,0    
鞅表示定理保证了无套利情形下对冲策略存在的可能性，但只有当市场完全时，才能真

正运用市场中的可交易资产构造出对冲策略，从而实现惟一定价。

鞅定价与 定价的内在一致性

首先回忆 方法的基本思路。我们在无套利条件下，通过构造可交易资产的无风险

组合，推导出偏微分方程，衍生产品的定价通过求解 得到。显然， 方法的根本前

提也是无套利和市场完备性！

第二，市场风险价格是联系鞅定价与 定价的重要桥梁。

第三， 实际上就是风险中性测度定价。

对冲策略的构造

 我们已经发现，尽管我们在定价步骤中将对冲策略放在最后一步，但能够构造对冲组合

是衍生产品能够运用等价鞅测度定出精确价格的核心和关键。实质上，对冲是国际金融市场

上的“大玩家”们的生存法宝。 

真相：

我们不能排除特异功能和预测帝存在的可能性，但是至少这不是博彩业尤其是赌球这种

依赖于外在随机性的博彩业获利的基础（抓阄型的博彩会有所不同，因为幸运儿的数量是事

先知道的）。

事实是，专业的赌球公司是采用类似于风险中性定价的方法来设定赔率的。他们计算 风

险中性概率 的依据是下注额。他们需要保证不管比赛的结果如何，他们都可以大体上无风

险地获得一笔佣金。当不同的博彩公司下注的分布不同时，他们设定的赔率会很不一样。

我们来看一个例子。

这是从专业赌球网站摘录的某场比赛的赔率。我们可以看到两家博彩公司开出的赔率很

不一样，如果这是基于专家的看法，我们只能说至少有一个专家预测非常不精确。我们还可



 

 

以看出这些赔率都是符合无套利原理的，因为两家公司都至少有一个结果的赔率小于 。

当一家博彩公司面临单方向的大额下注时它会怎么做？它们会对冲。在这种情况下，博

彩公司会大幅降低该方向的赔率，并大幅提高其他方向的赔率，以期吸引其他玩家来为其提

供 保险 ，保证无论比赛结果如何都不会面临大幅的损失。

当然，博彩公司没有专业的交易所和流动性良好的市场供其进行完美对冲，因此我们也

可以时常听到博彩公司因为冷门比赛而遭受损失的消息，但是经历了这么长的历史考验而存

活下来的博彩公司们显然都是对冲的高手。

真相：

我们经常听到某企业因为跟高盛等投行做衍生品交易巨亏破产的消息。这是不是国际投

行的阴谋？事实上这些国际投行的盈利来源从来都不是对赌，他们基本不会持有大额的裸露

头寸，他们良好的风险管理和精妙的对冲技巧是其存活和获利的基础。

我们可以从内幕人士出版的畅销小说中看到这些投行的操作手法。在《 》中作

者参与的每笔交易高盛其实都是一买一卖，也就是说都是进行过对冲的；而在《说谎者的扑

克牌中》所罗门兄弟的债券销售员们不遗余力地欺骗客户购买也不是因为他们知道未来的走

势，而是因为他们手里有大量的此类 头寸 ，他们需要 对冲 。《宽客人生》中德曼们的任务

之一就是要说服交易员使用 新模型进行对冲 。所以虽然每年发表了大量关于预测的研究报

告，这些投行们一点也没有按照预测进行投机的迹象，而按照他们的预测进行投机的散户们

往往损失惨重。

从现实的案例看，高盛没有在 和 市场崩盘中遭受大量损失，因为他们通过

向包括香港和大陆在内的许多商人和老年人出售了 迷你债券 ；而跟大量中国企业的石油衍

生品交易也不是裸露的头寸，已经有研究指出，在中海油巨额亏损的例子中，中方企业对对

手方其实是日本住友等财团。

总之，对冲是国际金融机构生存的根本。对他们来说，大部分情况下找到合适的对冲策

略比计算出近似 合理 的价格要重要得多，他们总是在对冲成本的基础上加成报价。

如果不能进行复制，人类就只能通过预测未来给出定价，（除了上帝和穿越者，）谁都无法保

证自己预测的价格是正确的，长期只通过投机获利的机构倒闭的概率为 。事实上，目前市

场上的信用衍生产品，即使有一个“近似合理”的价格，但却很难实施或找到合理的对冲方

法，这也是为何此次次贷危机中 市场遭受重创的根本原因。

真相：



 

 

尽管对冲具有如此重要的地位，但当系统性危机发生时，对手方风险和流动性风险仍将

是致命的。对冲仅仅在市场有效运行时才能真正发挥作用。

 

 


