
 

 

衍生证券定价： 方法

衍生证券定价方法

衍生证券定价方法主要可分为三类：

 方法

 测度转换和鞅定价方法

从 方程中可以看到，标的资产的漂移率（预期收益率）并没有出现在方程中。因

此我们可以进行测度转换，到另一个求解更方便的等价测度中去求衍生品价格。比如我们可

以假设投资者为风险中性，在风险中性测度下求出衍生证券未来的现金流期望值，再将其以

无风险利率贴现，即可得到衍生证券的定价公式。（注意我们并没有认为现实世界中人们真

的变成了风险中性，这是其他学者对金融工程最大的误解之一。）

我们将在第 讲中详细介绍鞅定价方法，说明为什么可以用等价测度来进行定价、具体

方法和需要满足的条件。

 二叉树方法

该方法的原理就是概率中的中心极限定理：二项分布最终收敛为正态分布。事实上这也

可以看做是一种离散方法的建模， 利用该方法推导出了 模

型的闭式解。该方法是从直观上最容易理解的方法，也运用较多，但可扩展性相对较差。

 这三种方法显然将殊途同归，最终都能得到同样的答案。 

随机微分方程（ ）

随机微分方程一般形式

随机微分方程是如下形式的方程

        

其中  和  都应该是可测的，分别被称为 和 ，也称为漂移率和波动率。

除了方程之外，通常还需要指定初始条件

  , 0,  

因此， 方程的定解问题可以表述为，寻求对于  有定义的随机过程  ，使得

            
一般难以求解，但一维线性

                       

是可以显性求解的，其中   、   、   和   只要是适应随机过程即可。我们遇到

的方程中，   、   、   和   多为时间的非随机函数。



 

 

金融中常见的

金融中最常见的 一般为 模型（ ）

            

其中 、  、 和 均为常数。这 个参数设定不同，就形成普通布朗运动、几何布朗运

动、均值回归过程（ ）、平方根过程（ 0.5＝ ）。几何布朗运动意味着  

的方差与  2
成比例，平方根过程则意味着  的方差与  成比例，大小不同。

具体来看，金融中常被提及的模型包括：

过程 （ 过程）

          

股票价格的 几何布朗运动

         

利率模型：

模型

     

模型

          

模型

            

模型

     

模型

          

波动率模型：

模型 （ 常弹性方差）

         

随机波动率模型 模型
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其中几何布朗运动的求解运用  ln ， 过程则运用   
。几何布朗运动解的一

般形式为
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模型不是线性随机微分方程，无法求得显式解。但在给定初始条件的情况下，该解存在

且惟一，可由蒙特卡罗模拟逼近；且该解的许多性质可以确定。

偏微分方程

得到偏微分方程

在金融中，我们通过无套利的方法获得衍生证券价格所满足的偏微分方程。例如第

讲中运用标的资产和衍生产品构造无风险组合，或是运用标的资产和无风险资产复制衍生产

品。下面我们用另一种无套利方法来得到一般的偏微分方程。

我们总可以用广义几何布朗运动来描述标的资产价格所遵循的随机过程，即：
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根据 引理，该标的资产的衍生证券价格都应服从
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时刻，任选其中两个可交易的衍生证券构造投资组合。卖空总价值为 1的衍生证券

并买入总价值为 2 的衍生证券 。也就是说， 时刻该组合的总价值为   2 1 X t X X 。

则有
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式 中的波动率将等于零。也就是说，在 时刻，这是一个瞬时无风险的组合。在无套利

条件下，该组合在此瞬间只能获得无风险收益，即

         2 2 1 1     

整理可得
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由于衍生证券是任选的，因此实际上对于任意的可交易  , ，都有
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从经济含义上说，   是衍生证券 的超额收益率（即收益率超过无风险利率的部分）与

波动率的比率，它对所有的衍生证券都是一样的，因此它只取决于标的资产  和时间 ，

被称为标的资产的市场风险价格（ ），代表每单位标的资产风险的风险溢酬。

将式 中的   和   代入式 ，就可以得到偏微分方程
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当标的资产也是可交易资产时，式 又可以写为
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 式 和 是（标的资产不支付红利情形下）一维衍生证券的一般 方程。求解

该方程，即可为衍生证券定价。 偏微分方程是标的资产服从几何布朗运动的特例。

：如何理解式 与 的关系？如何理解衍生证券的 和  ？

：如果标的资产支付红利，应作什么调整？

理解偏微分方程

偏微分方程一般包括方程本身，如式 ，再加上边界条件（ ）如

     , ,

其中   是一个已知的函数。

首先， 也是函数方程，其解是标的变量的函数。我们不知道该函数的形式如何，

但知道其偏导数的组合满足该 ；同时，该函数满足给定的边界条件，例如在 时刻，

该函数等于已知的   , 。因此求解 ，就是找到一个函数，其偏导数满足



 

 

方程和边界条件，该函数是用标的资产所满足的 的参数来表达的。

其次，理解式 的具体形式。由于式中的参数可能是随机过称，我们以最简单的

方程为例来加以阐述。

回忆 方程为
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该方程针对的函数是   ,f S t t ，所以是一个二元偏微分方程。该方程有两个一阶偏

导数和一个二阶偏导数，类似于我们在初等代数中学过的抛物线，因此被称为抛物线

（ ）。也就是说，衍生证券价值的变动源于时间的推移、标的资产价格的一阶

和二阶变化， 则称为衰减项。因为金融价值在时间上是有差异的，随着时间的推移，同

样数目的钱将会不断贬值，从而产生了系统价值的漏损。

在现代物理、电信、计算机等许多尖端领域都有广泛的应用。广义相对论对应的

偏微分方程组已经被无数世界最聪明脑袋研究了上百年，至今没有得出具有十分优良物理意

义的解。所以可以想象其中的难度。幸运的是 方程是 中最简单、也是被研究得

最透彻的一种：抛物线方程，也叫做热传导方程或扩散方程。该方程最早出现于 世纪，

广泛应用于粒子扩散、河流海洋污染、人口迁移、生态系统、化学反应、生物电学、甚至是

动物的花纹研究， 则是第一个将 应用于金融的研究，与其他领

域对该方程的应用相比， 也是比较简单的。

第三，理解式 的一般性。由于 的一般性，标的资产不付红利的一维衍生证券均

满足式 。例如远期价值、奇异期权的价格等等。

第四，理解边界条件。所谓边界条件，在物理学上，就是根据某个 演化的物理现

象的初始状态和最终状态；在金融学上，就是衍生证券自身特性和合约条款中规定的内容，

比如期货价格到期收敛于现货价格，零息债价格到期时应等于 ，期权价值则等于某个较

大值，等等。显然，产品种类和所要解决的问题不同，边界条件也将不同。如果没有边界条

件，一般来说 是无法求解的。

例如， 模型有 个边界条件。首先有

  00 S S

然后是

    , max ( ) ,0 f S T T S T K

另外两个边界条件不那么明显，为
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其中   。这些是我们在金融中常见的边界条件。有时我们没有显性用到后面两个边

界条件，但是了解这些边界条件可以有助于分析 的一些性质。

又如，向下敲出期权的边界条件为
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边界条件不同，式 也就不同。

解偏微分方程

   关于偏微分方程求解的著作汗牛充栋，我们不得不忽略其中的大部分，重点介绍金融实

践中运用最多的几种方法。

 运用 求解

设随机变量  S t 满足以下过程：

       dS t t dt t dW t  

给定函数  h S 及 [0, ]t T ，定义函数
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并满足    , , ( )S t t E h S T  ，则  ,f s t 满足如下偏微分方程
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边界条件为

     ,f S T T h S T

的本质是将 的求解过程转化为求扩散过程的期望。

该方法其实是建立了 跟 的对应关系，最后将偏微分方程的解表达成了某一扩散扩

散过程的期望值。

 运用数值方法求解

在无法求得闭式解时，人们就不得不转向数值方法。其中最常用的是有限差分方法，或

者叫有限元方法。该方法由于在几乎所有领域都有应用，所以有大量的相关研究对之加以完

善和改进，现在已经非常成熟了。该方法运算效率很高，因此是衍生品定价领域最为常用的

方法，但是由于对数学要求较高而不易掌握。我们将在第 讲的数值方法中简要介绍一些初

级的有限差分方法。

另外最近也有人使用谱分析和小波分析的方法，其在衍生品定价中的实用性尚待验证。

 运用分析法求解

回想一下我们在微积分中对付 和之前对付 的方法：猜测函数形式然后待定系

数，代入偏微分方程并解出系数。分析方法多数是这样一些设定函数形式的套路。主要的方

法有化简法、格林函数法、傅里叶分解法、降维法等。由于时间有限，我们对此不作过多介

绍。对 方法感兴趣的同学可以参考 。


