
>>

陈 蓉 教授

aronge@xmu.edu.cn

厦门大学金融系

第21章

估计波动率与相关系数

2011年3月30日



>>

ARCH模型与GARCH模型

2

引论

1

扩展的GARCH模型

3

随机波动率模型

4

1



>>

•

–

–

–

–

•

–



>>

•

–

•

•

IBM的日收益率



>>

•

–

•

•

IBM的日收益率



>>

•



>>

•

–

–



>>

•

•

•

•

•



>>

•

–

•

•

–

–

•

•

•

–

–

–



>>

•

•

•

2 2

1

1 m

n n ii
u

m
 

 

2 2

1
1

, 1
m

m

n i n i ii
i

u  


  

 

2 2 2

1 1

1 2 2

1

(1 )

1

n n n

m i m

n i n mi

u

u

  

   

 



 

  

  



>>

•

•

•

2 2

1

lim ( ) 0
mt

t i
tm t

i m

d r  



  



   

2

1

m

i
t

i m

r
 







>>



>>

•

–

–

–

–

  0

2 20
0

2 1 1
[ 1] ln ( ) ( )

S
F rT rT rT

S

S S
E Var rT e e P K dK e C K dK

T S S K K










 
      

 
 

 
   0

0
2 20

, ,2 rT
F

F

F

P T K C T Ke
E Var dK dK

T K K

 
  

 
 

 
2

0

2

0

2 1
, 1rTi

i

i i

K F
VIX e Q T K

T K T K

 
   

 




>>

•

–

–



>>

引 论

1

ARCH模型与GARCH模型

2

扩展的GARCH模型

3

随机波动率模型

4

14



>>



>>

•

•



>>

•

•

–

–

ε

 1 0 1 1 1
|

k p q

t t t i it i t i i t ii i i
E r I x r         

      

t t tr   

   2

1 1| |t t t t tVar r I Var I   



>>

•

–

–



>>

•

–
•

•

–
•

•

•

•

2 2 2

0 1 1
ˆ ˆ ˆ...t t m t m tv          



>>

•

–

–

•

–



>>

•

•

2

0 1 1

2

1 is a white noise inde(I pendent of ID) and 1.  is .

t t t

t t

t v t t

h v

where

h

v v



  

 







 



0 1

1

     01. ,  0

 1

 

2. 

 



 



参数限

波动率必须为正:

波动率是平稳序列:

制：

2 2

0 1 1

2

...

 is a white noise (IID) and 1.  is independent of .

t t t

t t m t m

t v t t i

h v

where

h

v v



    

 

 





   



1

     1. 

2. 

0,  0,1,...

 

1 2   1

i

m

ii

i m

a





 

 

参数限制：

特征根在单位圆

波动率为正:

内

：

波动率平稳:



>>

•

•

 
   

2 2

0 1 1

2 2

2 2 2

0 1 1

, ...

Define = 1  , 

not 0 I,cov , 0 ( )

..

ID

.

t t t t t m t m

t t t t t

t t t i

t t m t m t

h v h

h v h

E

a

     

 

  

     

 



 

    

  

 

     

2 2

1
1

2 2

0 1 1

, 1

...

m
m

n i n i ii
i

t t m t m

u

VS h

  

    




 

 

   

 



>>

•

•



>> ε

•

•

•

• ε ε

   

 

1/2
2

0 1 1 1

1/2
2

0 1 1

 is independent of 

0

t t t t t

t t

E E v v

Ev E

    

  

 



  
  

   
  

Since 0,  0,  for 0i t t iEv E i    

 2 0

11
tE











>> ε

•

•

• ε

   
1/2

2

1 1 1 0 1 1 0t t t t t tE E v E        

  2

1 0 1 1t t tVar      



>> ε

•

•

   

     

   

4 2

1

2 2
4 2 2

1 1 0 1 1

4

1

4

1

Given information set , the conditional distribution of  is no

Since  and 3  if  is normally distributed.

3 3

Thu

r a .

s

l

, 

m

t t t

t t t t t

t t

t

t

t

E E E E x E x x

E

E

I

E

E E

 

    

 



 









          

   
 


    

 
 

  

2 4

0 0 1 1

2

4 0 1

2

1 1

3 2 var

3 1
We have  

1 1 3

t t

t

E

E

     

 


 

    
  




 

2

1

1

3
 



>> ε

•

• ）

• ，

 
 

4 2

1

22 2
1

1
3

1 3
3

t

t

E
Kurtosis

E

 




 






>>

–

0
1

01

2

0 1 1

 ,
1

i

t t i

i

t t t

t t

r

h v

h


 





  









 




 



  0

11
tE r







   2 0

2 2

1 1 1

1 1
var var

1 1 1
t tr




  

 
   

   

 1 0 1 1t t tE r r      2

0 1 1var |t t tr I     

   2 0

1

 0,  
1

j jE E


 


 




>>

–

–

 
4

4

1

0

4 4 2 2

1 ,

0 ,

i

t t i

i

i

t i i j t i t j

i i j

E r E a

E a E

 

   









  



            

  
    

   



 

普通的ARMA模型误差项的高阶
是不相关的，因此只存在四次项。

引入ARCH过程后，

误差项的平方出现
了相关性，这一部
分不再是0，将对四
阶矩产生额外影响。



>>

•

–

–

•

–

•

–

•

–

•



>> 

•

–

–

•



>>

•

•

2

0

1 1

t t t

m s

t i t i j t p

i j

v h

h h



    

 



   

ARCH项 GARCH项

2

0 1 1 1 1

t t t

t t t

v h

h h



    



  



>>

•

•

 

 

2

0 1 1 1 1

0 1 1

1 1

;

1. Positive volatility and conditional variance

    GARCH 1,1 : 0,  0  0

2. Stationary and invertible ARMA process in 

    conditional variance equation

    GARCH 1,1 : 1,  1

3.

t t th h   

  

 

   

  

 

，

  1 1

 Bounded unconditional variance (To be proved)

    GARCH 1,1 : 1  



>>

•

•

•

 
   

 

2

0 1 1 1 1

2 2

2 2

0 1 1 1 1 1

Define = 1  , 

0,cov , 0

t t t

t t t t t

t t t i

t t t t

h h

h v h

E

a

   

 

  

      

 



 

  

  

 

     

   

2

0 1 1 1 1

2 2 2 2

0 1 1 01 ... 1 ...

t t t

t

h h

L L

   

        

 





  

        

2 2 2

1 1

2

0 1 1 1 1

(1 )

. .

n n n

t t t

u

v s h h

  

   

 

 

  

  



>> ε

• εt

•

•

•

2

0 1 1 1 1     t t t t t tv h h h        

  0,  for 0t t iE i    

 2

1t t tE h 

     

     

 

2

1

0 1 1

0

1 1

Since var

Thus,

var var var

var   
1

t t t t

t t t

t

E E E h 

     




 


  
 

  


 

验证对于参数的限制



>> ε

•

•

   

       

   

4 2

1

2 2
4 2 2 2 2 2

1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 0

2

4 2 2 20 0 1
1 1 1 1

1 1 1

Since  and 3  if  is normally distributed.

3 3 1 ... 1 ...

2
3 var 1

1 1 1

t t t

t t t t t

t t t

E E E E x E x x

E E L L

E E L

 

          

  
     

  





  



          

            
   

 
     

   
  

 
 

 
 

2

4

1 2 2

4 2

1
1 22 2

1

...

0 3

1
0 3

1 3
3

t

t

t

t

L

E
Kurtosis

E

E
Kurtosis

E






 




 
  
 

  

   


  






>>

•

•



>>

•

•

–

–



>>



>>

•

•



>>

•

•

1

1 1

2 2

( ) ( ( | )) 0

( ) ( ( | )) ( ( | )) 0

( )

t t t

t t j t t j t t j t t

t

E E E I

E E E I E E I

E

 

     

 



    

 

  





>>



>>



>>

•

•

–

     

 

2 2

2 2 2

0

1 1 1

Define = 1  and 0,cov , 0

Rewrite GARCH ,

t t t t t t t t i

m s s

t i t i i t j j t j t

i j j

h v h E

s m

    

        



  

  

    

      



>>

•

–

–

–

   2

1 1

1 1
ln ln 2 ln / ,  

2 2 2

T T

t t t t t t

i i

T
L h h y x   

 

      



>>

•

–

–
t

t

th


 



>>

•

– εt

–

–

 
0.5

1 12t t tE y h 



>>

•

–

–

–

   2 2 2

1 1 0 1 1 11t t t t tE h h          

 

 
 

   

2

2

0 1 1 1 1

0 1 1 1

1

0 1 1 1 1

0

...

t t i t t j

t t j t t i t t j

t t j

j
i j

t

i

E E h

E h E E h

E h

h



   

  

    

 

    

 







  

  



   

2

t



>>

ARCH模型与GARCH模型

2

扩展的GARCH模型

3

引 论

1

随机波动率模型

4

49



>>

•

–

–

–

–



>>

•

•

–

 

   

2

0

1 1

1: where  is positive, , ln or ...

t t t

t t t

q p

t i t i j t j

i j

t t t t t

r f h

v h

h h

f h h h h h

 



   

    

 

 



  



   



>>

•

–

–

–

•

    
     cov ,

t t t k t

t k t t t k

E r E r r E r

E f h f h f h



 

       

       

           
33

3t t t t t tE r E r E f h E f h E h f h E f              



>>

•

–

–

–



>>

•

–

–

2

0 1 1 2 2

1 2

.....

 test: ... 0

The null hypothesis is the sequence is of no leverage effect.

t t ts a a s a s

F a a

    

  

ˆˆ /t t ts h



>>

•

–

–

–

2

0 1 1

1 1

1 1

1

1 when 0

0 when 0

Test the significance of 

t t t

t t

t t

s a a d v

d

d

a







 

 

  

 

 

 2

0 1 1 2 1 1 3 1 1

1 2 3

1

 test; LM test for 0

t t t t t t ts a a d a d s a d s v

t a a a

         

  



>>

•

•

•

  2

0

1 1

0       0
q p

t i i t i t i j t j

i j

ih I h        

 

       



>>

•

–

 2

0 1 1 1 11

t t t

t t t

h v

h h



    



   



>>

•

–

–

– α0

  2 2

0 1 1 1

2 2

For IGARCH 1,1 :
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For IGARCH(1,1), we might have the ARIMA(0,1,1) form

1

We may extend the ARIMA structure into an ARFIMA(0, ,1) structure

1

The model, being named , characterizes FIGA hH tRC
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property of the volatility series. 
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ARCH模型与GARCH模型

2

随机波动率模型

4

引 论

1

扩展的GARCH模型

3

65
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• GARCH族模型刻画波动率变动规律的一个共同特点就是
当期的波动率完全由其滞后期的波动率决定。

• 事实上，如同均值变动过程一样，当前的波动率丌一定
完全由过去决定，也可能受到新信息的影响，GARCH族
模型显然无法刻画这一性质。

• 新信息对波动率和均值的影响丌同，因此可以在波动率
的变动斱程中引入一个新的随机项，以刻画新信息对波
动率的冲击，这类模型就叫做随机波动率模型。
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0 1 1ln ln

~  (0,1),  ~  (0, )

 is independent of for all . ,

t t t

t t t

t t

t s

h v

where

h h

v iid N iid N

v t s





  

 







   1 1 平稳性要求:

参数限制：

SV (1)的基本形式：
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t

t
• 用以刻画波动斱程的随机性，不均值斱程中的随机
项 共同驱动 的运动。

• 在SV模型中， 的变动受两个随机项共同作用，即使两
个随机项都服从高斯过程，此时的 也丌再是一个高斯
过程。

• 对波动率的对数进行建模，以放宽参数限制条件下保证
波动率为正，这点不前面EGARCH模型思想类似。

• 在参数限制 条件下，波动率过程满足弱平稳，均
值过程由两个弱平稳过程构成，也满足弱平稳。

t

1 1 

t

t
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• 服从AR(1)过程，满足：

• 服从对数正态分布，其n阶无条件矩满足：

2

2

20

2

1 1

ln ~ ( , )
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1 1

th N u

u





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2 2 21 1
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ln 2 2( ) ( )
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nE h n h nu n
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tE h E e e e
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ln th

th

th



>>

70

• 无条件期望

• 无条件斱差

• 无条件四阶矩

• 峰度

• 丌需要斲加限制条件，四阶矩一定存在，且峰
度大于3。

( ) ( ) ( ) ( ) 0t t t t tE E h v E h E v   

21

2 2 2var( ) ( ) ( ) ( ) ( )
u

t t t t t tE h v E h E v E h e





   

t

24 2 4 2 4 2 2( ) ( ) ( ) ( ) 3 u

t t t t tE E h v E h E v e    

 
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4 2 2
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3
3e 3
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u
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u
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E e
Kurtosis

e


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








   
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• SV模型更多的时候都是以连续时间的形式被应用
于金融资产的定价。

• 简单的连续形式(Gaussian OU process)

• 连续形式到离散形式的转换(Euler discretization)

ln ( ) ( ln ( )) ( )

: :

          : ( ) :

d h t h t dt dw t

w t

  

 



  

其中 长期均值， 均值回复速度，

波动项, 标准布朗运动,与均值随机源无关

1 1 1ln ln ln ( )t t t t th h h w w        
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• 连续形式到离散形式的转换(Euler discretization)

得到对应的离散形式：

1

t

ln (1 ) ln

where e  N(0,1)

t t th h e

iid

     

0 1let  , 1 , t te        

0 1 1ln lnt t th h    
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• SV基本形式可以进行扩展

• 放松波动率过程AR(1) 的假设，可以引入仸何平稳过程

• 放松波动率平稳的假设，引入波动率非平稳过程

• 放松 独立的假设

• 实证结果表明， 的相关系数一般为负，这种负
相关关系刻画了波动率的杠杆效应。

vt s 与

vt s 与
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• Hull-White模型（1987）

—波动率服从最简单的几何布朗运动，是一个非平稳过
程。

• Stein-Stein模型（1991）

—波动率服从Gaussian OU过程，平稳但可能出现负值。

,t t h t h tdh hdt hdw  

( )t t h tdh h dt dw    

 

 

,

,

t
t t t s t

t

t t h t h t

dS
r q dt h dw

S

dh h dt h dw  

  

  
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• Heston模型（1993）

—波动率服从平斱根过程(square root process)，避免
了波动率出现负数的情冴。

( ) ( ( )) ( ) ( )dh t h t dt h t dw t    
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• SV模型的似然凼数无法直接获得，导致模型的估
计较为复杂，普通MLE和OLS斱法丌再适用

• 基于Kalman Filter的Quasi-likelihood斱法

• MCMC斱法
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• ui=(Ui-Ui-1)/Ui-1 vi=(Vi-Vi-1)/Vi-1

•
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n n
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