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摘要：本文对一般形式下的均值函数进行泰勒展开，分析标的算术平均与标的几何平
均的差距，给出二者之间的近似关系式，进而对离散算术平均亚式期权进行近似定价。 
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1.引言 
亚式期权是OTC市场上广受交易者青睐的金融工具，其到期收益函数依赖于某一特
定时段内标的资产的某种形式的平均。目前在OTC市场上交易的绝大部分亚式期权都是
标的算术平均，但即使在标的遵循几何布朗运动的假设下，仍然没有解析的定价公式。
对标的算术平均亚式期权进行定价更多的是采用数值方法或以标的几何平均亚式期权来
近似逼近。Boyle(1977) 以标的几何平均的亚式期权作为初始值采用Monte carlo控制方差
法给出标的算术平均亚式期权的近似解，Rutties(1990)，Kemna和Vorst(1990)也采用Monte 
carlo模拟的方法，Turnbull and Wakeman(1991)引进对应四阶距相等的对数正态分布来逼
近标的算术平均的分布，从而进行定价，Levy(1992)采用二阶距的方法，Vost(1992)建立
了一个Black-Scholes近似公式来定价。本文对一般形式下的均值函数进行泰勒展开，分析
算术平均与几何平均的差距，给出二者之间的近似关系式，进而对离散型标的算术平均
的亚式期权进行定价。 

2. 标的几何平均亚式期权的定价 

我们假设标的 tS  满足风险中性下的几何布朗运动  
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其中 , r qµ = − ,r为无风险利率 , q为年红利率 , σ  为年波动率 , tω  为标准Wiener

过程 
随机微分方程(1)的解为： 
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 为了便于计算和避免将过去的标的价格作为随机变量，我们假设t为当前时刻，

(0 )it i n≤ ≤ 为标的价格的观察取样时刻， 0 ( 1 2 )it t i t i n= + ∆ , = , , 0T t
nt −∆ = 为两次观察取样的

时间间隔 , nt T= 为到期时刻。记 0 0 0( 12 , , )i i t i n t tτ τ τ= + ∆ , = , ; = −L  ，我们仅考虑 0( )t t<  

的情况 , 0( )t t≥  可作类似的分析。由(2)可以得到： 

 
2

2( )( ) [ ( ) ( )]i it t t t
i tS S e

σµ σ ω ω− − + −=  (3) 
标的几何平均记为 (0)M ,  
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由(3)容易得出： 
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由 ln 1 2iR i n, = , ,L 的独立性可得：  
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记 T tτ = − ,并令 M Mµ σ,  分别为标的几何平均 (0)M 的漂移系数与扩散系数，则： 
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那么，在当前时刻t标的价格已知，时刻$T$的M(0)的转移密度函数为： 
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由风险中性期望折现的方法易得，标的几何平均欧式看涨期权的定价为： 
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其中K为交割价格，类似的推导可得标的几何平均欧式看跌期权的定价为： 
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其中 1 2d d,  的定义同上   

3. 标的几何平均与标的算术平均的近似关系 
一般形式的均值函数为 :  
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即为前面所讨论的标的几何平均，由 ( )M θ  的可微性，将 ( )M θ  在 0θ =  作泰勒
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下面分别计算 (0) (0)M M′ ′′, :  
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定义 ( )N θ 为 
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则， ( ) ( ) ( )M M Nθ θ θ′ =   
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将 (7) (8)(9)(10), , ,  代入 (6) ,舍去高阶项，得出：
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其中， (1) (0)M M,  及 21 1
2 21 (0) (0) (0)N N N ′+ + +  均为标的资产 1 2iS i n, = , , ,L  的函

数，因此它们是随机变量，记 21 1
2 2[1 (0) (0) (0)]L E N N N ′= + + + , 下面证明

21 1
2 21 (0) (0) (0)N N N ′+ + +  可以用它的均值 L  代替。也即： 
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为此先计算三者的期望，我们先对多项式的高次方进行分解，以简化计算：  
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      由Wiener过程的平稳性和独立增量性可得： 
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进而可以得到： 
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将 2[ (0)] [ (0)] [ (0)]E N E N E N ′, ,  代入 21 1
2 2[1 (0) (0) (0)]L E N N N ′= + + + , 得 :  
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在上式中, n t µ σ, ∆ , ,  为确定的常数，进一步可以均证明
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由 schwarz  不等式易得：

1 1 1 1 1 1

1
( ) [ ] ( ) (14)

2

n n n n n n

i i j i j i
i i j i j i

Var X Cov X X VarX VarX n VarX
= = = = = =

= , ≤ + =∑ ∑ ∑ ∑∑ ∑
 故， 

2 21 1 1 1
[1 (0) (0) (0)] 3[ (0) (0) (0)]

2 2 4 2
Var N N N VarN VarN VarN′ ′+ + + ≤ + +  

在 (13)  中 , 0T t
nt −∆ = ,为亚式期权的生命期,是固定的时间长度，故当n → ∞时，

lim (0) 0
n

VarN
→∞

=   

由（12）（14）我们可以得到， 
2 4 2 2

4 2 2

2 2 4 2 2

2 2
2 4 2 40 0 0 0

lim (0) lim{ (0) [ (0)] }

lim{ [ (0) (0) (0)] [ (0)] }

lim{3[ (0)] 6 (0)[ (0)] [ (0)] [ (0)] }

{ [( ) ] } { [( ) ] }
12 2 2 12 2 2

0

n n

n

n

VarN EN EN

E N EN EN EN

VarN VarN EN E EN EN

T t T t T t T tσ σ
µ σ µ σ

→∞ →∞

→∞

→∞

= −

= − + −

= + + −

− − − −
= − + − − +

=

 

由（3）（14）同理可推导： 
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终上所述，我们可以得到标的算术平均与标的几何平均的近似关系式： 
(1) (0)M M L=  
其中 L是一常数， (1)M 和 (0)M 是随机变量。 

4. 标的算术平均亚式期权定价公式 

  由近似关系式(15) ,我们可以对标的算术平均的亚式期权进行近似的定价，用
(0)M L作为 (1)M 的近似， (0)M 遵循对数正态分布， L为常数，因此可以推导标的算术
平均欧式看涨期权定价公式：  
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类似的推导，可得标的算术平均欧式看跌期权定价公式为： 
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其中， 1d ， 2d 定义同上。 



5. 讨论 

在OTC市场上，对于观察取样次数n比较大而观察间隔 t∆ 比较小的算术平均亚式平
均期权，如1个月期每天取样或3个月期隔天取样的亚式期权，均可以上述定价公式来进
行近似定价。本文只讨论 0t t< 的情况，对于 0t t≥ 的情况可作类似的分析 
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